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Äèññèïàòèâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
Å. À. Øèðÿåâ
Â ðàáîòå [1℄ Äæ. Ä. Áèðêãî ðàçâèë àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ èññëåäîâàíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïîðîæä¼ííûõ âûðàæåíèåì
(1) l(y) = (−1)my(m) + (−1)m−2[p2(x)y]
(m−2) + · · ·+ pm(x)y,
ãäå óíêöèè pk(x) áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìû íà [a, b], è êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(2) Uj(y) =
m−1∑
k=0
aj ky
(k)(a) + bj ky
(k)(b) = 0, j = 1, . . . , m.
Â ÷àñòíîñòè, îí âûäåëèë âàæíûé êëàññ êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðûå íàçâàë ðåãóëÿðíûìè.
Îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé âûðàæåíèåì (1) è ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2), çäåñü
ìû òàêæå óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì. Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ðåãóëÿðíîñòè
ó÷àñòâóþò òîëüêî êîýèöèåíòû â ëèíåéíûõ îðìàõ (2), è íå ó÷àñòâóþò êîýèöèåíòû pj(x)
äèåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ.
Âàæíûé ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé Áèðêãîîì, ñîñòîÿë â îöåíêå ðåçîëüâåíòû ðåãóëÿðíîãî
äèåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Îöåíêà ïîëó÷àëàñü, ïî ñóùåñòâó, òàêîé æå, êàê äëÿ
ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ êðàåâûõ óñëîâèé, ò.å. óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð L0, ïîðîæä¼ííûé
âûðàæåíèåì l0(y) = (−i)
my(m) ñàìîñîïðÿæ¼í. Çàäà÷à î òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè ñàìîñîïðÿæ¼ííûå
óñëîâèÿ ðåãóëÿðíûìè, îêàçàëàñü íåïðîñòîé. Îíà áûëà ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà Ñ. Ñàëàîì [2℄
äëÿ ÷¼òíûõ m è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà À. Ì. Ìèíêèíûì [3℄.
Â ýòîé çàìåòêå ðàñìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð L0, ïîðîæä¼ííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
l0(y) = (−i)
my(m)  îáëàñòüþ îïåðåäåëåíèÿ D(L0) = {y ∈ W
m
2 [0, 1], Uj(y) = 0, j = 1, . . . , m}.
Çäåñü ÷åðåç Wm2 îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà.
Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçîâ¼ì äèññèïàòèâíûìè, åñëè îïåðàòîð L0 ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíûì,
ò.å. Im(L0y, y) > 0.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âñåõ äèññèïàòèâíûõ êðàåâûõ óñëîâèé è âûÿñíåíèå
âîïðîñà, ÿâëÿþòñÿ ëè òàêèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíûìè. Îòìåòèì ñëåäóþùèé àêò: åñëè
ìû äîêàæåì, ÷òî äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð L0 ðåãóëÿðåí, òî ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð L,
ïîðîæä¼ííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1) è òåìè æå êðàåâûìè óñëîâèÿìè, áóäåò
ðåãóëÿðåí.
1. Îïèñàíèå äèññèïàòèâíûõ êðàåâûõ óñëîâèé.
Â ýòîì ïàðàãðàå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèññèïàòèâíîñòè êðàåâûõ
óñëîâèé.
Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ââåä¼ì âåêòîðû-ñòðîêè:
ŷ0 := (y(0), . . . , y
(m−1)(0));
ŷ1 := (y(1), . . . , y
(m−1)(1));
ŷ := (ŷ0, ŷ1) =
(
y(0), . . . , y(m−1)(0), y(1), . . . , y(m−1)(1)
)
.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÔÔÈ 04-01-00712 è ÍØ-1927.2003.1.
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×åðåç ŷ ∗0 , ŷ
∗
1 , ŷ
∗
, A∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû-ñòîëáöû è ìàòðèöû ñ
êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè êîìïîíåíòàìè, à ñèìâîë ½t“ íà ìåñòå âåðõíåãî èíäåêñà áóäåò
îçíà÷àòü òðàíñïîíèðîâàíèå âåêòîðà èëè ìàòðèöû áåç êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ êîìïîíåíò.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö è âåêòîðîâ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû èñõîäíûì,
áóäåì ñòàâèòü ñâåðõó ÷åðòó. Òî åñòü, A∗ = A
t
Çàìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
Aŷ t0 +Bŷ
t
1 = 0, ãäå A è Bìàòðèöû ïîðÿäêà m.
Ëåììà 1. Èìååì
2 Im (L0y, y) =
{
i(−1)n+1
[
ŷ1J ŷ
∗
1 − ŷ0J ŷ
∗
0
]
, m = 2n
(−1)n
[
ŷ1K ŷ
∗
1 − ŷ0K ŷ
∗
0
]
, m = 2n− 1,
ãäå ìàòðèöû J è K âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
J =

0 0 . . . 0 −1
0 1 0
.
.
. ·
.
.
.
0 −1 0
1 0 . . . 0
 K =

0 0 . . . 0 1
0 −1 0
.
.
. ·
.
.
.
0 −1 0
1 0 . . . 0

Äîêàçàòåëüñòâî.
Im (L0y, y) =
1
2i
(
(L0y, y)− (y,L0y)
)
Èíòåãðèðóÿ (L0y, y) m ðàç ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì
2 Im (L0y, y) = (−i)
[
(−i)m
(
y(m−1)y − . . .+ (−1)m−1yy(m−1)
)∣∣∣1
0
]
=
=
{
i(−1)n+1
[
ŷ1J ŷ
∗
1 − ŷ0J ŷ
∗
0
]
, m = 2n
(−1)n
[
ŷ1K ŷ
∗
1 − ŷ0K ŷ
∗
0
]
, m = 2n− 1,

Ëåììà 2. Ïóñòü m = 2n è êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàíû â îðìå Aŷ t0 +Bŷ
t
1 = 0, ãäå A è B
ìàòðèöû ïîðÿäêà 2n. Åñëè ∀y ∈ D(L)
ŷ1(−i(−1)
n
J )ŷ ∗1 − ŷ0(−i(−1)
n
J )ŷ ∗0 > 0,
òî
(3) [A(−i(−1)nJ )At −B(−i(−1)nJ )Bt] 6 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Ûj = (a0j , a1j , . . . , a2n−1 j, b0j , b1j , . . . , b2n−1 j), j = 1, . . . , 2n
ñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç êîýèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2). Òîãäà ðàâåíñòâî Uj(y) = 0 ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå
(4) 〈Û j , ŷ
t〉4n = 0
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå  ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â 4n - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä C. Ñòðîêè
Û j îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n (çäåñü è äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
êðàåâûå óñëîâèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n
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ñîñòîÿùåå èç ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4), à ÷åðåç L  ïîäïðîñòðàíñòâî span({Û j}
2n
j=1).
Òîãäà N îðòîãîíàëüíî L. Ïîëîæèì
M :=
(
i(−1)nJ 0
0 −i(−1)nJ
)
,
òîãäà
(5) ŷM ŷ∗ > 0 ∀ ŷ ∈ N.
Ó ìàòðèöû M äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: 1 è (−1). Êàæäîå èç íèõ èìååò êðàòíîñòü 2n.
Ïóñòü {x̂−j }
2n
j=1, {x̂
+
j }
2n
j=1  áàçèñ, â êîòîðîì M äèàãîíàëèçèðóåòñÿ: ñïåðâà íà äèàãîíàëè
ñòîÿò ½−1“, ïîòîì ½1“. Ïåðåéä¼ì â C4n ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê áàçèñó,
ñîñòîÿùåìó èç âåêòîðîâ {x̂−1 , x̂
−
2 , . . . , x̂
−
2n, x̂
+
1 , x̂
+
2 , . . . , x̂
+
2n}. Îáîçíà÷èì N− = span({x̂
−
j }
2n
j=1) è
N+ = span({x̂
+
j }
2n
j=1). Îòìåòèì, ÷òî ∀ x̂ ∈ N− x̂Mx̂
∗ 6 0 è ∀ x̂ ∈ N+ x̂Mx̂
∗ > 0.
àññìîòðèì îïåðàòîðû S− è S+, êîòîðûå ïðîåöèðóþò N íà N− è N+ ñîîòâåòñòâåííî.
∀ x̂ ∈ N+ ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ŷ ∈ N : S+(ŷ) = x̂. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ
òàêèå ŷ1 è ŷ2, (ŷ1 − ŷ2)M (ŷ1 − ŷ2)
∗ < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó îïåðàòîðà S+ åñòü îáðàòíûé (òàêæå
ëèíåéíûé). Â ñèëó ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâó N ïðèíàäëåæàò òå è òîëüêî òå âåêòîðû, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ â áàçèñå {x̂−1 , x̂
−
2 , . . . , x̂
−
2n, x̂
+
1 , x̂
+
2 , . . . , x̂
+
2n} ñîñòîÿò èç ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèñàííûõ
êîîðäèíàò âåêòîðà (S−S
−1
+ )(x̂) â áàçèñå {x̂
−
j }
2n
j=1 ïðîñòðàíñòâà N− è êîîðäèíàò x̂ â áàçèñå {x̂
+
j }
2n
j=1
ïðîñòðàíñòâà N+ (∀x̂ ∈ N+). Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî òàê:
N =
{(
(S−S
−1
+ )(x̂) , x̂
)
| x̂ ∈ N+
}
.
Òåïåðü äàäèì àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå äëÿ L = N⊥. À èìåííî, ïðåäñòàâèì îïåðàòîð
T : N− → N+ òàêîé, ÷òî L = N
⊥ =
{(
ŷ, T (ŷ)
)
| ŷ ∈ N−
}
. Çàèêñèðóåì â ïîäïðîñòðàíñòâàõ N−
è N+ áàçèñû {x̂
−
j }
2n
j=1 è {x̂
+
j }
2n
j=1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Sìàòðèöà îïåðàòîðà S−S
−1
+ : N+ → N−
â ýòèõ áàçèñàõ. Òîãäà ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð èç N− â N+, ìàòðèöà êîòîðîãî ïðè
èêñèðîâàííûõ áàçèñàõ {x̂−j }
2n
j=1 è {x̂
+
j }
2n
j=1 ðàâíà (−S
∗). Ýòî è åñòü èñêîìûé îïåðàòîð T .
Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ∀ x̂ ∈ N+ 〈(S−S
−1
+ )(x̂), (S−S
−1
+ )(x̂)〉2n 6 〈x̂, x̂〉2n, à çíà÷èò,
∀ x̂ ∈ N− 〈T (x̂), T (x̂)〉2n 6 〈x̂, x̂〉2n. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ ŷ ∈ N
⊥ ŷM ŷ ∗ 6 0.
Ïîñêîëüêó N
⊥ = Lïîäïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé {Û j}
2n
j=1, òî
[A(−i(−1)nJ )At − B(−i(−1)nJ )Bt] 6 0
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 ÿñíî, ÷òî åñëè A è B óäîâëåòâîðÿþò (3), òî îíè çàäàþò
äèññèïàòèâíûå óñëîâèÿ.
Â íå÷¼òíîì ñëó÷àå äèññèïàòèâíûå óñëîâèÿ îïèñûâàþòñÿ òàê æå. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî è
â íå÷¼òíîì ñëó÷àå ó ìàòðèöû M áóäåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ½1“ è ½−1“ â äèàãîíàëèçîâàííîì
âèäå. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà, äàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå îá àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå
äèññèïàòèâíûõ ðàñøèðåíèÿõ îïåðàòîðà L0.
Òåîðåìà 1. Ìàòðèöû A è B çàäàþò äèññèïàòèâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà
[A(−i(−1)nJ )At − B(−i(−1)nJ )Bt] 6 0
â ÷¼òíîì ñëó÷àå,
[A(−1)nKAt − B(−1)nKBt] 6 0
â íå÷¼òíîì ñëó÷àå.
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Ïðåäëîæèì òåïåðü åù¼ îäíî îïèñàíèå äèññèïàòèâíûõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ
äèåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ l0(y) = (−i)
my(m). Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì
ðàáîòû Ô.Ñ.îå-Áåêåòîâà è À.Ì.Õîëüêèíà [4℄.
Íà÷í¼ì ñ ÷¼òíîãî ñëó÷àÿ: m = 2n. Äëÿ óäîáíîãî âûðàæåíèÿ îðìû Im (L0y, y)
íàì ïîòðåáóþòñÿ êâàçèïðîèçâîäíûå, îòâå÷àþùèå äèåðåíöèàëüíîìó âûðàæåíèþ l0(y).
Îïðåäåëèì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
y[k] = y(k), (k = 0, 1, . . . , n; y(0) = y),
y[2n−k] = − d
dt
y[2n−k−1], (k = 0, 1, . . . , n− 1).
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ ìëàäøèõ è ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ:
y∧ =
(
y(0), y′(0), . . . , y(n−1)(0), y(1), y′(1), . . . , y(n−1)(1)
)t
,
y∨ =
(
y[2n−1](0), y[2n−2](0), . . . , y[n](0), −y[2n−1](1), −y[2n−2](1), . . . ,−y[n](1)
)t
.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îáîçíà÷åíèé Im (L0y, y) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
Im (L0y, y) =
1
2i
(
(L0y, y)− (y,L0y)
)
=
1
2i
(
〈y∨, y∧〉2n − 〈y
∧, y∨〉2n
)
,
ãäå 〈· , ·〉2n ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â C
2n
.
Ëåììà 3. Åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå
(V− I)y∨ + i(V+ I)y∧ = 0,
ãäå Iåäèíè÷íûé, à Víåðàñòÿãèâàþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîð â C2n, òî åñòü
‖V y‖ 6 ‖y‖ ∀y ∈ C2n,
òî îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé âûðàæåíèåì l0(y) è ýòèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè,
äèññèïàòèâåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì êðàåâûå óñëîâèÿ â âèäå
V(y∨ + iy∧) = y∨ − iy∧,
òîãäà
‖y∨ + iy∧‖2 > ‖y∨ − iy∧‖2.
Îòñþäà
2i
[
〈y∧, y∨〉2n − 〈y
∨, y∧〉2n
]
> 0,
÷òî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äèññèïàòèâíîñòè îïåðàòîðà. 
Ëåììà 4. Ïóñòü îïåðàòîð L0 ïîðîæä¼í äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l0(y), à
åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(L0) ⊂W
2n
2 (0, 1) çàäà¼òñÿ 2n ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè. Åñëè L0 äèññèïàòèâåí, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåðàñòÿãèâàþùèé ëèíåéíûé
îïåðàòîð V, äåéñòâóþùèé â C2n, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:
(V− I)y∨ + i(V+ I)y∧ = 0,
ãäå I ïî-ïðåæíåìó åäèíè÷íûé îïåðàòîð â C2n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð L0 äèññèïàòèâåí, òî
2i
[
〈y∧, y∨〉(2n) − 〈y
∨, y∧〉2n
]
> 0,
÷òî ðàâíîñèëüíî
‖y∨ + iy∧‖2 > ‖y∨ − iy∧‖2.
Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå V.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(V) çàäàäèì òàê:
D(V) = {z ∈ C2n| z = y∨ + iy∧, y ∈ D(L0)}.
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Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò ÷òî D(V)ïîäïðîñòðàíñòâî â C2n. Ïîëîæèì
V(y∨ + iy∧) = y∨ − iy∧, y ∈ D(L0).
Îòîáðàæåíèå V : C2n −→ C2n ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
Äîêàæåì, ÷òî çàäàííîå òàê îòîáðàæåíèå V îäíîçíà÷íî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü îòîáðàæåíèå V íåîäíîçíà÷íî, òî åñòü íàéäóòñÿ
òàêèå q, y ∈ D(L0), q 6= y, ÷òî y
∨ + iy∧ = q∨ + iq∧, è y∨ − iy∧ 6= q∨ − iq∧. Òîãäà, òàê êàê
(y − q) ∈ D(L0), òî
0 = ‖(y − q)∨ + i(y − q)∧‖ > ‖(y − q)∨ − i(y − q)∧‖ > 0.
Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì î íåîäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ V.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåí ëèíåéíûé íåðàñòÿãèâàþùèé îïåðàòîð V, äåéñòâóþùèé â C2n,
òàêîé, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ
(V− I)y∨ + i(V+ I)y∧ = 0
çàäàþò D(L0). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4 çàêîí÷åíî. 
Äëÿ íå÷¼òíîãî ñëó÷àÿ (m = 2n− 1) îïðåäåëåíèå êâàçèïðîèçâîäíûõ y[k], îòâå÷àþùèõ l0(y),
çàäà¼òñÿ îðìóëàìè:
y[k] = y(k), (k = 0, 1, . . . , n− 2; y(0) = y),
y[n−1] = −iy(n−1),
y[2n−k−1] = − d
dt
y[2n−k−2], (k = 0, 1, . . . , n− 1).
Îáîçíà÷èì:
y∧ =
(
y(n−1)(0) + y(n−1)(1), y(0), y′(0), . . . , y(n−2)(0), y(1), y′(1), . . . , y(n−2)(1)
)t
,
y∨ =
(
iy(n−1)(1)− iy(n−1)(0), y[2n−2](0), . . . , y[n](0), −y[2n−2](1), . . . ,−y[n](1)
)t
.
Òåïåðü Im(L0y, y) ñíîâà ìîæíî çàïèñàòü òàê:
Im (L0y, y) =
1
2i
(
〈y∨, y∧〉2n−1 − 〈y
∧, y∨〉2n−1
)
,
ãäå 〈· , ·〉2n−1 îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â C
2n−1
.
Ëåììû 3 è 4 âåðíû â íå÷¼òíîì ñëó÷àå. Èõ ñîâîêóïíîñòü äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé l0(y) = (−i)
my(m) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2),
ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé íåðàñòÿãèâàþùèé
îïåðàòîð V â Cm, ÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòè óñëîâèÿ â ýêâèâàëåíòíîé îðìå:
(V− I)y∨ + i(V+ I)y∧ = 0.
2. Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé (ñì. [1℄, [5℄). Ïðåäâàðèòåëüíî
êðàåâûå óñëîâèÿ íóæíî íîðìèðîâàòü. ×èñëî kj (j = 1, . . . , m) íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì êðàåâîãî
óñëîâèÿ Uj(y) = 0, åñëè ýòî êðàåâîå óñëîâèå ñîäåðæèò y
(kj)(0) èëè y(kj)(1), íî íå ñîäåðæèò
y(ν)(0) è y(ν)(1) ïðè ν > kj. àññìîòðèì êðàåâûå óñëîâèÿ ïîðÿäêà m− 1, åñëè òàêèå èìåþòñÿ.
Çàìåíÿÿ èõ, åñëè íàäî, ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ êðàåâûõ óñëîâèé ïîðÿäêà m− 1 áûëî 6 2. Îñòàëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò
ïîðÿäîê 6 m− 2; ïðèìåíÿÿ ê íèì òîò æå ïðè¼ì, ñâåä¼ì èõ ÷èñëî ê ìèíèìóìó è ò.ä.
Îïèñàííûå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ íîðìèðîâêîé êðàåâûõ óñëîâèé, à ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå
êðàåâûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ íîðìèðîâàííûìè. Èç ñïîñîáà èõ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
íîðìèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ äîëæíû èìåòü âèä:
(6) Uj(y) ≡ Uj 0(y) + Uj1(y) = 0,
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ãäå
Uj 0(y) = αjy
(kj)(0) +
kj−1∑
s=0
αj sy
(s)(0), Uj1(y) = βjy
(kj)(1) +
kj−1∑
s=0
βj sy
(s)(1),
m− 1 > k1 > k2 > . . . > km > 0, kj > kj+2,
ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà j õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë αj, βj îòëè÷íî îò 0.
Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííûõ êðàåâûõ óñëîâèé (ñì. [6℄).
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ Vj(y) = 0, j = 1, . . . , m,
ýêâèâàëåíòíûå (2), ðåàëèçóþò óñëîâèÿ (2) â ìèíèìàëüíîé îðìå (èëè ïðèâîäÿò èõ ê
ìèíèìàëüíîé îðìå), åñëè ñóììà ïîðÿäêîâ óñëîâèé Vj(y) ìèíèìàëüíà.
Óòâåðæäåíèå 1. Êðàåâûå óñëîâèÿ íîðìèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
ïðèâåäåíû ê ìèíèìàëüíîé îðìå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, èç ìèíèìàëüíîñòè îðìû ñëåäóåò íîðìèðîâàííîñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, óñëîâèÿ {Uj(y) = 0}
m
j=1 ïðèâåäåíû ê ìèíèìàëüíîé îðìå,
íî íå íîðìèðîâàíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ äâà èëè áîëåå óñëîâèÿ íåêîòîðîãî ïîðÿäêà k
òàêèå, ÷òî åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê äëèíû äâà
∑
j
cj(ajk, bjk) = (0, 0). Çäåñü j ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ, ðàâíûå íîìåðàì óñëîâèé ïîðÿäêà k. Íî òîãäà ó îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé ïîðÿäîê
ìîæíî ïîíèçèòü, à ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ìèíèìàëüíîñòè îðìû
{Uj(y) = 0}
m
j=1.
àññìîòðèì òåïåðü íîðìèðîâàííûå óñëîâèÿ {Uj(y) = 0}
m
j=1. Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , m − 1
èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ êðàåâûõ óñëîâèé ïîðÿäêà k. Áóäåì îáîçíà÷àòü j(k) ìåíüøèé èç íîìåðîâ
êðàåâûõ óñëîâèé ïîðÿäêà k, åñëè óñëîâèÿ òàêîãî ïîðÿäêà èìåþòñÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k
íàéäóòñÿ ðîâíî äâà óñëîâèÿ ïîðÿäêà k ñ íîìåðàìè j(k) è j(k) + 1, òî, çàìåíÿÿ Uj(k)(y) = 0
è Uj(k)+1(y) = 0 íà èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê òàêèì
çíà÷åíèÿì êîýèèöèåíòîâ: αj(k) = βj(k)+1 = 0, βj(k) = αj(k)+1 = 1. Âû÷èòàÿ òåïåðü èç Un(y) = 0
äëÿ êàæäîãî n < k(j) ðàâåíñòâî βnUj(k)(y) + αnUj(k)+1(y) = 0, äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû y
(k)(0)
è y(k)(1) âòðå÷àëèñü òîëüêî â óñëîâèÿõ ñ íîìåðàìè j(k) è j(k) + 1. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî
k òîëüêî îäíî óñëîâèå èìååò ïîðÿäîê k, òî, çàìåíÿÿ óñëîâèÿ ñ íîìåðàìè, ìåíüøèìè j(k), íà
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èõ ñ óñëîâèåì Uj(k)(y) = 0, èñêëþ÷èì ëèáî y
(k)(1) (åñëè βj(k) 6= 0), ëèáî
y(k)(0) (åñëè βj(k) = 0) èç âñåõ óñëîâèé êðîìå Uj(k)(y) = 0. Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé êðàåâûå
óñëîâèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
· · · · 0 · · · 0 0 · · · αk1 βk1 · · ·
· · · · · ·
· 0 · · · 0 1 · · · 0 0
· 0 · · · 1 0 · · · 0 0
· · · · · · · ·
· · · αk βk · · · 0 0 · · · 0 0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


y(0)
y(1)
·
·
·
y(m−1)(0)
y(m−1)(1)

= 0
Ñäåëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìåíèëè íè ñóììû ïîðÿäêîâ, íè íîðìèðîâàííîñòü óñëîâèé.
Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ñîâåðøåíèè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê â ïîëó÷åííîé
ìàòðèöå ñóììà ïîðÿäêîâ íå óìåíüøèòñÿ, à çíà÷èò, íîðìèðîâàííûå óñëîâèÿ ðåàëèçóþò
ìèíèìàëüíóþ îðìó. 
Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå.
Ñëåäñòâèå 1. Íàáîð ïîðÿäêîâ k1, . . . , km íîðìèðîâàííûõ óñëîâèé íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîâîäèëàñü íîðìèðîâêà.
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Òåïåðü îïðåäåëèì êëàññ ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωj, j = 1, . . . , m
ðàçëè÷íûå êîðíè m-é ñòåïåíè èç −1 â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
Re(ω1e
ipi
2m ) < Re(ω2e
ipi
2m ) < . . . < Re(ωme
ipi
2m ).
Îïðåäåëåíèå äà¼òñÿ îòäåëüíî äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ m.
à) m íå÷¼òíî; m = 2µ− 1.
Íîðìèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ (6) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, åñëè îáà ÷èñëà θ0 è
θ1, îïðåäåë¼ííûå ðàâåíñòâîì
θ0 + θ1s =
∣∣∣∣∣∣∣∣
α1ω
k1
1 . . . α1ω
k1
µ−1 (α1 + sβ1)ω
k1
µ β1ω
k1
µ+1 . . . β1ω
k1
m
α2ω
k2
1 . . . α2ω
k2
µ−1 (α2 + sβ2)ω
k2
µ β2ω
k2
µ+1 . . . β2ω
k2
m
· · · · · · ·
αmω
km
1 . . . αmω
km
µ−1 (αm + sβm)ω
km
µ βmω
km
µ+1 . . . βmω
km
m
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
îòëè÷íû îò íóëÿ.
á) m ÷¼òíî; m = 2µ.
Íîðìèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ (6) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, åñëè ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç ÷èñåë θ−1 è θ1, îïðåäåë¼ííûõ ðàâåíñòâîì
θ−1
s
+ θ0 + θ1s =
=
∣∣∣∣∣∣∣∣
α1ω
k1
1 . . . α1ω
k1
µ−1 (α1 + sβ1)ω
k1
µ (α1 +
1
s
β1)ω
k1
µ+1 β1ω
k1
µ+2 . . . β1ω
k1
m
α2ω
k2
1 . . . α2ω
k2
µ−1 (α2 + sβ2)ω
k2
µ (α2 +
1
s
β2)ω
k2
µ+1 β2ω
k2
µ+2 . . . β2ω
k2
m
· · · · · · · ·
αmω
km
1 . . . αmω
km
µ−1 (αm + sβm)ω
km
µ (αm +
1
s
βm)ω
km
µ+1 βmω
km
µ+2 . . . βmω
km
m
∣∣∣∣∣∣∣∣
îòëè÷íî îò íóëÿ.
3. Äèññèïàòèâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ ÷¼òíîãî ïîðÿäêà
Â ýòîì ïàðàãðàå ìû äîêàæåì ðåãóëÿðíîñòü îïåðàòîðà ÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ïîðîæä¼ííîãî l0(y)
è äèññèïàòèâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Áóäåì ïèñàòü y
(k)
0 âìåñòî y
(k)(0) è y
(k)
1 âìåñòî y
(k)(1).
Öåíòðàëüíîå â ýòîì ïàðàãðàå óòâåðæäåíèå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 3. Äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð ÷¼òíîãî ïîðÿäêà (m = 2n) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåì íîðìèðîâêó êðàåâûõ óñëîâèé:
(7) Uj(y) = b
j
0y
(j)
0 + b
j
1y
(j)
1 + . . . = 0, j = 0, . . . , 2n− 1
Uj(y) è b
j
k  âåêòîðû-ñòîëáöû âûñîòû rj ∈ {0, 1, 2},
2n−1∑
j=0
rj = 2n, k = 1, 2 (ìíîãîòî÷èå çäåñü
ïîäðàçóìåâàåò ïðîèçâîäíûå ìëàäøå j). Áóäåì íàçûâàòü y
(j)
k íåèçâåñòíûìè. Èìååì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýòèõ íåèçâåñòíûõ, êîòîðóþ ìîæåì ðåøèòü, âûðàçèâ ãëàâíûå
íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå. Òîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþò îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç C2n
â C2n  êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð
ãëàâíûõ òàê, ÷òî óíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé â 0 è 1 âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè å¼ ïðîèçâîäíûõ äî
(2n− 1)é âêëþ÷èòåëüíî ñîâïàäàþò ñ íàáîðîì çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ, óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì
óñëîâèÿì.
Ëåììà 5. Â êàæäîé ïàðå (y
(j)
k , y
(2n−1−j)
k ), k = 0, 1 îáå íåèçâåñòíûå íå ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî ñâîáîäíûìè, åñëè óñëîâèÿ äèññèïàòèâíû è rj · r2n−1−j 6= 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàåì ïðîòèâíîå. Ïóñòü îáå íåèçâåñòíûå â ïàðå (y
(j)
0 , y
(2n−1−j)
0 )
ñâîáîäíûå ïðè íåêîòîðîì j. Çàïèøåì îðìó Im (L0y, y), ïîäñòàâèâ âìåñòî ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ
èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ñâîáîäíûå:
Im (L0y, y) = (−1)
n+j+1 · Im (y
(j)
0 y
(2n−j−1)
0 ) + η|y
(min{j,2n−j−1})
0 |
2+
+ αy
(2n−1−j)
0 + βy
(2n−1−j)
0 + γy
(j)
0 + δy
(j)
0 + ε,
ãäå α . . . ε  ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ çà èñêëþ÷åíèåì ðàññìàòðèâàåìîé
ïàðû; η÷èñëî.
àññìîòðèì óíêöèè y ∈ D(L0), ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì, çà èñêëþ÷åíèåì y
(j)
0 è y
(2n−1−j)
0 ðàâíû íóëþ. Ôîðìà Im (L0y, y) íà òàêèõ
óíêöèÿõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
Im (L0y, y) = (−1)
n+j+1 · Im (y
(j)
0 y
(2n−j−1)
0 ) + η|y
(min{j,2n−j−1})
0 |
2
è íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé. Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ äèññèïàòèâíû, òîãäà
(8) rj + r2n−1−j = 2 ∀j ∈ {0, . . . , 2n− 1}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rj + r2n−1−j < 2 äëÿ íåêîòîðîãî j (rj = 0,
r2n−1−j = 0 èëè 1), òî, î÷åâèäíî, åñòü ïàðà ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ (y
(j)
k , y
(2n−1−j)
k ) ïðè
k = 0 èëè 1. È â ñèëó ëåììû 5, äëÿ äèññèïàòèâíûõ êðàåâûõ óñëîâèé íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
rj + r2n−1−j < 2 íè ïðè êàêîì j.
Åñëè æå rj + r2n−1−j > 2 ïðè íåêîòîðîì j è
2n−1∑
l=0
rl = 2n, òî íàéä¼òñÿ òàêîå s, ÷òî
rs + r2n−1−s < 2, à ýòîãî áûòü íå ìîæåò â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå. Ëåììà 6 äîêàçàíà. 
Ëåììà 7. Ïóñòü çàäàíû äèññèïàòèâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ è íàøëîñü òàêîå j, ÷òî
rj = r2n−1−j, òîãäà
(9) b
j
0b
2n−1−j
0 = b
j
1b
2n−1−j
1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè ýòîé ÷åòâåðêè ÷èñåë íåò íóëåé. Òîãäà
ðàññìîòðèì íåèçâåñòíûå y
(j)
1 è y
(2n−1−j)
1 êàê ñâîáîäíûå. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5
ïîëîæèì çíà÷åíèÿ âñåõ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ çà èñêëþ÷åíèåì ýòîé ïàðû ðàâíûìè íóëþ.
Òîãäà
Im (Ly, y) = (−1)n+j · Im
y(j)1 y(2n−j−1)1
1− bj0
b
j
1
(
b
(2n−j−1)
0
b
(2n−j−1)
1
) + µ|y(min{j,2n−j−1})1 |2,
ãäå µíåêîòîðîå ÷èñëî. Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
àññìîòðèì îñòàâøèéñÿ âàðèàíò: ïóñòü b
j
0 = 0, b
j
1 6= 0. Äëÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè
Im (L0y, y) íà óíêöèÿõ y, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì
íåèçâåñòíûì, îòëè÷íûì îò âûáðàííîé ÷åòâåðêè, íóëåâûå, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé
b
2n−1−j
1 = 0, b
2n−1−j
0 6= 0. 
Ëåììà 8. Ïóñòü äàíû äèññèïàòèâíûå íîðìèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ
Uj(y) = b
j
0y
(kj)(0) + bj1y
(kj)(1) + . . . = 0, j = 1, . . . , 2n,
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òîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåìûå îòáðàñûâàíèåì ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ
U
(sa)
j (y) = b
j
0y
(kj)(0) + bj1y
(kj)(1) = 0, j = 1, . . . , 2n,
ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðîñòîå ñëåäñòâèå ëåìì 5, 6, 7 
Ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé ó÷àñòâóþò òîëüêî êîýèöèåíòû
ïðè çíà÷åíèÿõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, òî äèññèïàòèâíûå óñëîâèÿ {Uj(y) = 0}
2n
j=1 è ïîëó÷åííûå
ïî íèì ñàìîñîïðÿæ¼ííûå {U
(sa)
j (y) = 0}
2n
j=1 ðåãóëÿðíû îäíîâðåìåííî. Â ýòîì ìåñòå ñîøë¼ìñÿ íà
ðàáîòó S.Salaff [2℄, â êîòîðîé óñòàíîâëåíà ðåãóëÿðíîñòü ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ äèåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî. 
4. Äèññèïàòèâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà.
Äèññèïàòèâíûå îïåðàòîðû ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ ðåãóëÿðíûìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ïðèâåä¼ì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð.
l(y) = (−i)2n−1y(2n−1) = (−1)niy(2n−1)
Êðàåâûå óñëîâèÿ âîçüìåì òàêèìè:
y
(2n−2)
0 = y
(2n−2)
1 = . . . = y
(n)
0 = y
(n)
1 = y
(n−1)
1 = 0
Ïðè çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ Im (L0y, y) =
|y
(n−1)
0 |
2
2
,
Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî θ0, ó÷àñòâóþùåå â îïðåäåëåíèè ðåãóëÿðíîñòè
ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ðåãóëÿðíûìè òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ.
Àâòîð áëàãîäàðèò À. À. Øêàëèêîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå ðàáîòû è öåííûå
çàìå÷àíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åìó ïðèíàäëåæèò îðìóëèðîâêà òåîðåì 1 è 2.
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